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摘　要：研究具有混合长度的删位纠错码的存在性问题。利用有向平衡设计，证明了当ｖ≥４时，ｖ｛８，９｝和
可能的ｖ≠１４，Ｔ（２，｛４，５，６｝，ｖ）－码都存在，且给出了码字总数的一个上界。
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ｂａｌａｎｃｅｄｄｅｓｉｇｎ

　　设Ｚｖ上所有ｋ维向量的集合为Ｚ
ｋ
ｖ，任意非空

子集Ｃ称为Ｚｖ上长为 ｋ的码，Ｃ中的元素称为码
字。设向量ｘ∈Ｚｋｖ，ｙ∈Ｚ

ｔ
ｖ，其中０＜ｔ＜ｋ。如

果由向量ｘ删去（ｋ－ｔ）个分量可以得到向量ｙ，则
称向量ｙ为向量ｘ的子向量。如果任意向量ｙ∈Ｚｔｖ
至多出现在Ｃ的一个码字中，则称 Ｃ为 Ｚｖ上的一
个（ｋ－ｔ）－删位纠错码。若任意向量ｙ∈Ｚｔｖ恰好
出现在Ｃ的一个码字中，则称Ｃ是完备的。如果Ｃ
中任意一个码字都不含有重复字符，称 Ｃ为一个
Ｔ（ｔ，ｋ，ｖ）－码。

卫星通讯中，常常会出现信号衰减和数据丢

失，删位纠错码为了解决此问题而产生。１９９２年
Ｌｅｖｅｎｓｈｔｅｉｎ［１］首次提出完备删位纠错码的概念，现
已有大量文献对 Ｔ（２，ｋ，ｖ）－码做了研究［２－６］，这

些码中码字长度都是一个固定值。文 ［７］提出了

具有混合长度的删位纠错码 Ｔ（２，Ｋ，ｖ）的概念，其
中的码字长度取自一个给定的正整数集 Ｋ；且对 ｖ
≥３，ｖ≠８，利用组合设计方法，在Ｚｖ上构造了具
有混合长度｛３，４，５｝的Ｔ（２，｛３，４，５｝，ｖ）－码，并
给出了码字总数的一个上界。本文研究Ｋ＝｛４，５，
６｝时，Ｔ（２，｛４，５，６｝，ｖ）－码的存在性。

１　Ｔ（２，｛４，５，６｝，ｖ）－码的存在性
设Ｋ是给定的正整数集合，Ｘ是ｖ个点的集合，

Ｂ是ｋ元有序组的集合，其中ｋ∈Ｋ。若Ｘ的任意
一个有序点对都恰好出现在Ｂ中的一个ｋ元有序组
中，则称（Ｘ，Ｂ）为一个有向成对平衡设计，简记
ＤＢ（Ｋ，１；ｖ）。其中，Ｂ中的任何一个ｋ元有序组称
为一个区组。

如果将 ＤＢ（Ｋ，１；ｖ）的所有区组看成码字，所
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有码字的集合就是一个Ｔ（２，Ｋ，ｖ）－码。
在Ｚｖ上存在一个Ｔ（２，Ｋ，ｖ）－码，等价于存在

一个ＤＢ（Ｋ，１；ｖ）。若Ｋ１Ｋ２，Ｔ（２，Ｋ１，ｖ）－码必
为Ｔ（２，Ｋ２，ｖ）－码。［８］利用组合方法构造，并
给出了Ｋ＝｛４，５｝和Ｋ＝｛５，６｝时，ＤＢ（｛４，５｝，１；
ｖ）和ＤＢ（｛４，６｝，１；ｖ）的存在性结论。

引理１［８］　当 ｖ≥４，且 ｖ ｛６，８，９，１２，１４｝
时，ＤＢ（｛４，５｝，１；ｖ）存在。

引理２［８］　当ｖ≡０，１ｍｏｄ３，ｖ≥４，且 ｖ
｛９，１５｝时，ＤＢ（｛５，６｝，１；ｖ）存在。

综合引理１和引理２，可以得到，当 ｖ≥４和
可能的ｖ ８，９，{ }１４ ，存在一个Ｔ（２，｛４，５，６｝，ｖ）
－码。于是，我们可以得到以下定理。
定理１　当ｖ≥４，且ｖ｛８，９｝和可能的ｖ≠

１４时，存在一个Ｔ（２，｛４，５，６｝，ｖ）－码。
下面我们将在定理２和定理３中证明 ｖ∈ ｛８，

９｝时，Ｔ（２，｛４，５，６｝，ｖ）－码不存在。

２　ｖ∈｛８，９｝时，Ｔ（２，｛４，５，６｝，ｖ）－
码的不存在性

设Ｃ是定义在Ｚｖ上的一个Ｔ（２，｛４，５，６｝，ｖ）－

码，为叙述方便引入以下记号。

ｒｊ（ｘ）：字符ｘ在长为 ｊ的码字中出现的次数，
ｘ∈Ｚｖ；

ｂｊ：Ｃ中长度为ｊ的码字个数。其中，ｊ＝４，５，６

引理３　设 Ｃ是一个 Ｔ（２，｛４，５，６｝，ｖ）－码，
则有

（ｉ）３ｒ４（ｘ）＋４ｒ５（ｘ）＋５ｒ６（ｘ）＝２（ｖ－１），ｘ
∈Ｚｖ；

（ｉｉ）ｂ４ ＝
∑
ｘ∈Ｚｖ

ｒ４（ｘ）

４ ，ｂ５ ＝
∑
ｘ∈Ｚｖ

ｒ５（ｘ）

５ ，ｂ６ ＝

∑
ｘ∈Ｚｖ

ｒ６（ｘ）

６ 。

证明　Ｚｖ中的任意点对都恰好出现在 Ｃ的一
个码字中，任意一点ｘ与其他的（ｖ－１）个点构成
２（ｖ－１）个序对。由于ｘ出现在ｒ４（ｘ）个长为４的
码字中，且每个码字都有３个含 ｘ的序对，因此，
所有长为 ４的码字中共有 ３ｒ４（ｘ）个含 ｘ的序对。
同理，所有长为５的码字中共有４ｒ５（ｘ）个含 ｘ的
序对，所有长为６的码字中共有５ｒ６（ｘ）个含 ｘ的
序对。从而，（ｉ）式成立。

Ｚｖ中的任意一点ｘ都出现在ｒ４（ｘ）个长为４的

码字中，于是长为４的码字中共有∑
ｘ∈Ｚｖ

ｒ４（ｘ）个点。

故ｂ４ ＝
∑
ｘ∈Ｚｖ

ｒ４（ｘ）

４ 。

同理，ｂ５ ＝
∑
ｘ∈Ｚｖ

ｒ５（ｘ）

５ ，ｂ６ ＝
∑
ｘ∈Ｚｖ

ｒ６（ｘ）

６ 。

定理２　不存在Ｔ（２，｛４，５，６｝，８）－码。
证明　假设存在一个 Ｔ（２，｛４，５，６｝，８）－码

Ｃ，由引理３得，
３ｒ４（ｘ）＋４ｒ５（ｘ）＋５ｒ６（ｘ）＝１４
于是，（ｒ４（ｘ），ｒ５（ｘ），ｒ６（ｘ））＝（０，１，２），（３，

０，１），或（２，２，０）。将Ｚ８中的点划分成三类：
Ｖ１ ＝｛ｘ∈Ｚ８｜（ｒ４（ｘ），ｒ５（ｘ），ｒ６（ｘ））＝（０，１，２）｝，
Ｖ２ ＝｛ｘ∈Ｚ８｜（ｒ４（ｘ），ｒ５（ｘ），ｒ６（ｘ））＝（３，０，１）｝，
Ｖ３ ＝｛ｘ∈Ｚ８｜（ｒ４（ｘ），ｒ５（ｘ），ｒ６（ｘ））＝（２，２，０）｝
其中，｜Ｖｉ｜＝ｖｉ，ｉ＝１，２，３。

显然，ｖ１＋ｖ２＋ｖ３ ＝８，且０≤ｖ１，ｖ２，ｖ３≤８。

又ｂ４ ＝
３ｖ２＋２ｖ３
４ ，ｂ５ ＝

ｖ１＋２ｖ３
５ ，ｂ６ ＝

２ｖ１＋ｖ２
６ 。于是，

２ｖ１＋ｖ２ ＝０，６，１２。
情形① ２ｖ１＋ｖ２＝０，此时ｖ１＝ｖ２＝０，ｖ３＝

８，则ｂ５ ＝
１６
５，不成立。

情形② ２ｖ１＋ｖ２＝６，此时ｖ２＝６－２ｖ１，ｖ３＝

２＋ｖ１，则ｂ４ ＝
２２－４ｖ１
４ ，不成立。

情形③ ２ｖ１＋ｖ２＝１２，此时ｖ２＝１２－２ｖ１，ｖ３

＝ｖ１－４，则ｂ５ ＝
３ｖ１－８
５ 。必有ｖ１≡１ｍｏｄ５，４

≤ｖ１≤６。于是有，ｖ１＝６，ｖ２＝０，ｖ３＝２，ｂ４＝
１，而Ｖ３中的每个点ｘ都出现在２（＞１）个长为４
的码字中，矛盾。

综上，不存在Ｔ（２，｛４，５，６｝，８）－码。
定理３　不存在Ｔ（２，｛４，５，６｝，９）－码。
证明　假设存在一个 Ｔ（２，｛４，５，６｝，９）－码，

由引理３得，
３ｒ４（ｘ）＋４ｒ５（ｘ）＋５ｒ６（ｘ）＝１６

于是，（ｒ４（ｘ），ｒ５（ｘ），ｒ６（ｘ）） ＝（２，０，２），（１，２，
１），（０，４，０）或 （４，１，０）。将 Ｚ９中的点划分成四
类：

Ｖ１ ＝｛ｘ∈Ｚ９｜（ｒ４（ｘ），ｒ５（ｘ），ｒ６（ｘ））＝（２，０，２）｝，
Ｖ２ ＝｛ｘ∈Ｚ９｜（ｒ４（ｘ），ｒ５（ｘ），ｒ６（ｘ））＝（１，２，１）｝，
Ｖ３ ＝｛ｘ∈Ｚ９｜（ｒ４（ｘ），ｒ５（ｘ），ｒ６（ｘ））＝（０，４，０）｝，
Ｖ４ ＝｛ｘ∈Ｚ９｜（ｒ４（ｘ），ｒ５（ｘ），ｒ６（ｘ））＝（４，１，０）｝
其中，｜Ｖｉ｜＝ｖｉ，ｉ＝１，２，３，４。

４３１
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显然，ｖ１＋ｖ２＋ｖ３＋ｖ４＝９，且０≤ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ４

≤９。又ｂ４＝
２ｖ１＋ｖ２＋４ｖ４

４ ，ｂ５＝
２ｖ２＋４ｖ３＋ｖ４

５ ，

ｂ６ ＝
２ｖ１＋ｖ２
６ 。于是，２ｖ１＋ｖ２ ＝０，６，１２，１８。

情形① ２ｖ１＋ｖ２＝０，此时ｖ１＝ｖ２＝０，ｖ４＝

９－ｖ３，则ｂ５＝
９＋３ｖ３
５ ，必有ｖ３≡２ｍｏｄ５。若ｖ３

＝２，则ｖ４＝７，ｂ５＝３，而Ｖ３中的每个点ｘ都出
现在４（＞３）个长为５的码字中，矛盾。若 ｖ３ ＝
７，则ｖ４＝２，ｂ４＝２，而Ｖ４中的每个点ｘ都出现
在４（＞２）个长为４的码字中，矛盾。

情形② ２ｖ１＋ｖ２＝６，则ｂ４＝
６＋４ｖ４
４ ，不成

立。

情形③ ２ｖ１＋ｖ２＝１２，此时ｖ２＝１２－２ｖ１，ｖ４
＝９－ｖ１－（１２－２ｖ１）－ｖ３＝ｖ１－ｖ３－３，从而，ｖ１
≤ ６， 且 ｖ１ － ｖ３ ≥ ３。 又 ｂ５ ＝
２（１２－２ｖ１）＋４ｖ３＋（ｖ１－ｖ３－３）

５ ＝
２１－３ｖ１－３ｖ３

５ ，

必有ｖ１－ｖ３≡２ｍｏｄ５，故ｖ１－ｖ３＝７，ｖ１≥７，矛
盾。

情形④ ２ｖ１＋ｖ２＝１８，此时ｖ１＝９，ｖ２＝ｖ３＝

ｖ４ ＝０，ｂ４ ＝
１８
４，不成立。

综上，不存在Ｔ（２，｛４，５，６｝，９）－码。

３　码字总数的上界
一个Ｔ（２，｛４，５，６｝，ｖ）－码包含了ｖ（ｖ－１）个

有序对，而每个长为ｋ的码字中，包含了ｋ（ｋ－１）２

个这样的有序对。从而∑
ｋ∈Ｋ

ｋ（ｋ－１）
２ ＝ｖ（ｖ－１）。

设Ｔ（２，｛４，５，６｝，ｖ）－码中，长为４，５，６的码字个
数分别为ｂ４，ｂ５，ｂ６，则６ｂ４＋１０ｂ５＋１５ｂ６ ＝ｖ（ｖ－

１）。显然，码字总数≤ｍａｘ｛ｂ４＋ｂ５＋ｂ６｝，从而不

超过 ｖ（ｖ－１）
６

。

４　小　结
本文证明了当ｖ≥４时，ｖ ８，{ }９ 和可能ｖ≠

１４，Ｔ（２，｛４，５，６｝，ｖ）－码都存在，且给出了码字
个数的一个上界。对 ｖ＝１４，如何构造出一个
Ｔ（２，｛４，５，６｝，１４）－码，或者证明它不存在？
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